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8 1. Inleiding, preliminaria 


1.0. Citaat uit [16]: La théorie du potentiel qui n'était d'abord qu'un 
chapitre de physique mathêmatique, a posé depuis cent cinquante 
ans des problèmes mathématiques difficiles et délicats qui ont 
attiré les mathématiciens les plus célèbres comme Gauss, Hilbert 
ou Poincaré, 

1.1. De term potentiaaltheorie omvat vele mathematische theorieën, zowel 
axiomatische als meer concrete. Alle takken van de huidige poten- | 


tiaaltheorie vinden echter hun gemeenschappelijke oorsprong in de 





vergelijking van Laplace, ofwel de klassieke potentiaaltheorie. 


Van oorsprong was dit een onderdeel van de mathematische fysica. 

| Termen als capaciteit, potentiaal, energie e.d. herinneren nog Rn | 

| deze periode. In de eerste 40 jaren van deze eeuw ontwikkelde de 

| potentiaaltheorie zich tot een tak van de functietheorie. In de 

| periode 1940-1960 worden op grote schaal methoden uit de functionaal- 

analyse, harmonische analyse en maattheorie gebruikt. In de periode 

na 1960 ten de diverse axiomatische theorieën. 

1.2. Reeds in een vroeg stadium worden omgekeerd de resultaten van de 

potentiaaltheorie gebruikt in andere gebieden, zoals de complexe 
functietheorie, de theorie der Riemann-oppervlakken en de leer der 
Brownse beweging. Ook de hedendaagse axiomatische theorie staat in 
nauwe wisselwerking met andere - al of niet abstracte - theorieën, 
zoals die van de Markovprocessen, convexiteit, compleste Belen 
in meer väriabelen en partiële differentiaalvergelijkingen. 

1de Onderwerp van dit college is die tak van de axiomatische poten- 
tiaaltheorie die ook vaak theorie der harmonische buinen genoemd 
wordt. Het college valt uiteen in twee delen: 
1. ‘Een dogmatische, maar elementaire, inleiding Ende wetende 


theorie, ongeveer samenvallend met de eerste hoofdstukken van 











[17]. Om de axiomatische theorie teren zal deze regel- 
matig afgewisseld worden met historische opmerkingen en esule 
taten, betrekking hebbend op de 3-dimensionale klassieke poten- 
tiaaltheorie. Het nummer van deze passages wordt vooraf gegaan 
door een K. | 

2. Een bewijs van het feit dat de oplossingen van een elliptische 
differentiaalvergelijking een (niet triviaal) model leveren 
voor de axiomatische theorie. 

Passages die voorzien zijn van een « zijn bedoeld voor de meer ge= 

interesseerde lezer. U geeft het einde van een bewijs aan. 

De verzameling van open delen van een topologische ruimte X wordt 


steeds aangegeven met U (of U, ovi.d.). We gebruiken de notaties 


Can = {UE U : U compact} 
WA) z= {UEÙ: ACU}, Ux) = Wx). 


De verzameling der compacte delen van X wordt aangegeven met A, 
terwijl voor A C X | \ 

K(A) = {KEK: KC A}. 
Voor de rand van A C X schrijven we 3A. €(X) is de verzameling 
der continue (reële) functies op X en COO = {f E CX): suppl£) 
compact}. Vaak zal hierbij X een deelruimte zijn van een andere 
topologische ruimte Y, voorzien van de geïnduceerde topologie. 
Als F een verzameling van functies op A is en 6 een verzameling 
van functies op B C A, dan betekent f € Fn G dat f - tenminste -— 
gedefinieerd is op A, rest, f € F en restn f € $. Voor f‚g € F 
schrijven we f > g indien f(x) > g(x) voor elke x € A en f >g 
indien f(x) > g(x) voor elke x € A (!!). F, is de verzameling 
{f E F.£ > 0}. Inf is de functie, gelijk aan f op B, gelijk eN 


0 elders. We gebruiken de conventies O.e z= »,.0:= 0O.(-») = 


= (-0).0 = 1/e = 0 en e- = -ate z atm = , 


Os 


Definitie 
F scheidt de punten van A indien 


XY EA, xy = Jf‚g EF EEY) + FWE). 


Opgave 
Als F de constante functies bevat, is dit equivalent met 7 

KEA, xy > JEF f(x) + £(y). 
Voor semi-continu naar beneden (boven) worden de afkortingen S.C.l. 
(s.c.s.) gebruikt. Zie bijv. het dictaat functionaalanalyse I voor 
deze en andere hier niet gedefinieerde termen. Voor X locaal com- 
pact geldt | 
f s.c.i. ‘op X * f = supíg: g e COD, gf} VAlx: f(x) > A} is 
open in X. | 
Voor elke functie f op een deel A van X bestaat de 
grootste s.c‚i. minorant f van f op À (de s.c.i. geregulariseerde | 
van f) en rd lim inf f(y) voor x € Á. Merk op dat elke RE | 
functie f > -o NE, 2 begrensd is op elke compacte K C A, 
Voor de gebruikte (elementaire) theorie der Radonmaten op een lo- 
caal compacte Buis X wordt verwezen naar functionaalanalyse I of 
naar de betreffende delen van Bourbaki. We gebruiken echter een uit- 
gebrefdere definitie voor het begrip bovenintegraal: 
Definitie 
1. Voor f s.c.i., f > =o, f > 0 buiten een compactum K is 

OO > 
u°(É) = f*fdy = sup{u(g): 5 e CO, E'S £}. 


2. Voor f willekeurig is 4 | | ee 


H*(É) = S*fdu = inf{u*(g): g S.C.Ì., g> =®, g> 0 buiten 


ks een compactum, g > £}. 


3, Analoge definities voor de benedenintegraal U‚(f) = -U*(-£). 


bie Stelling 
Een numerieke functie f is integreerbaar (met u(f) = u*(f)) pre- 
cies dan als u*(f) eindig is en u*(£) = U„(£). (Bourbaki, Inté- 


gration, chap. IV, 5 U, ex. 5-6.) 


\ 





1.7. Volledigheidshalve geven we nog een korte schets van de theorie 
| der filters. | | ES 

| Definitie 

Zij X een verzameling en FB verzamelingen van delen van X 

1. F heet een filter op X als 


a a. FEF,SDF => Ger 


| EA Oh A 

| ce. F‚,GeF > rnecerf 

| 2. 8 heet een filterbasis op X indien 

| a. BÒCER => DEB DCBNC 

[ b. DEB #Q 

| 3. Een filter F heet fijner dan een filter $ indien 5 Er. 

| U. Het filter F heet een ultrafilter indien er geen echt fijner 
filter bestaat. Pacyr la cal 

| 9. Zij X topologisch. Een punt x € X' heet limiet van een filter F 
| (of van een filterbasis 8) indien elke omgeving van x een ele- 
| ment van J (vand3) bevat, d.w.z. indien F fijner is dan het 

| filter der omgevingen van x. Een punt x € X heet verdichtings- 
| punt van 7, ien x EF voor elke F € 7. 

| 


Elke filterbasis d3 brengt een filter F voort, nl. 


CT 
Ps {F CX: JB CF, BEB} Bneet dan ook een basis van J. 


Stelling 7 


1. Bij elk filter bestaat er een fijner ultrafilter. 


2. Een filter F is een ultrafilter precies dan als 
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ED 


ACX,AEF >= (ACT. 


Als Been filterbasis is op Xen f: X > Y, dan is f(8) = {f(B): 
B € B} een filterbasis op Y. Als Y topologisch is en f£(B) conver- 
geert naar y E Y, dan zeggen we dat y limiet is van f volgens 43 | 


en noteren dit als lim, f = y of lim f(x) = y. Analoog voor een 


X „3 K5 
filter F, 


Zij nu F een filter op de verzameling MA(X) der Radonmaten op een 
locaal compacte ruimte X. Voor f € (Xx) is We: Ht u(f) een li- 
neaire vorm op MX). We zeggen dat F vaag convergeert naar 


uE MX), indien lim Welv) = lim v(f) = U(F) in WR, voor elke 
vr vr 
fet (X). 


Dit vage convergentiebegrip correspondeert met de z.g. vage topolo- 
gie op M(X). 


Stelling (Alaoglu) 
De gesloten eenheidsbol in de (genormeerde) ruimte m0) der be- 


grensde Radonmaten is vaag compact. 


Een preordening op een verzameling X is een relatie Xx S< y in X, met 


XSx en xSy,yS<z > x Sz. 


Een preordening op X heet naar rechts filtrerend indien 


Vx‚y Jz > x,y. 


De sectie S(a) van X t.a.v. a is de verzameling der x > a. Ga 
zelf na dat, voor X # @ en naar rechts filtrerend, de secties 
van X een filterbasis vormen. Het hierdoor voortgebrachte filter 
heet het sectiefilter van X. Convergentie van een familie 

(EÉN aex is steeds convergentie van a > f, volgens het sectie- 
filter van X. Evenzo voor verdichtingspunten. 

We introduceren nu een tweede onjuiste, maar handige, notatie. 


Voorzie de verzameling F van (1.4) van de daar ingevoerde ordening. 


_ 6 — 


De notatie (£_)T C F betekent dat (É‚) een (aftelbare) stijgende rij 
. functies in Pale: De notatie (EOF 5 F betekent dat CE) een naar 


rechts filtrerende familie functies in F is(met willekeurige indexverz.). 


K1.10. Voor X =IR° is [xl de Euclidische norm van x. Voor U € WP is Cy) 





de verzameling der kx continu differentieerbare functies op U. 
Voor de Lebesguemaat wordt het symbool ds gebruikt. De open bol 


met middelpunt y en straal p wordt aangegeven als B(ly,‚p). * 


deden ee en rm ee ee ne: 
OMR A PE OEE ROR ENE ERE GEN SEE ME EE td In nt En, elen 


Voor 0 # rp z (xj,X2,X3) ER* en p = Ir bestaan er 0 E [O,rl en 


b € [O,2m met r = (p sin B cos b, p sin 6 sin ®, p cos 0) (bolcoördi- 


naten). Voor B = B(y,‚p) wordt de oppervlakteäntegraal op 3B gege- 


ven door 


- „2 rè 


0 de ei f(lytr) sin 60de 


n 2 ; - rP ! 
dus ook ;n/ do = 4mp*. Merk op dat g/ fds = of do aBly,o') do 


(zie bijv. [38], 8 1.3.). 


K1.11. We zullen de identiteit van Green gebruiken in de volgende een- 


voudige vorm: 


Stel UE Ù, B een open bol met B C U en u,v € c 2u). We note- 
3 


ren Au = Z u, en D_u voor de afgeleide van u in de richting van 


gt aje 


en ee neee re een de eee ee ie eget ee fen Ot amar terende sen oven on on Ben en en ee de ee dee eek ee et en eee 
nde nn nn en en ad ae ne is 3 zie 


dn en Pi ni ne ink a 


3 
de uitwendige normaal n van 3B, d.w.z. Du= ru n 
1 
n = (nj‚n,‚n;). 
Stelling 
Bf (CuAv-vAu)ds = aBÍ CuD‚v-vD, u)do. 


Voor een bol met de oorsprong als middelpunt geldt Du = yn 
Geef zelf een interpretatie van deze formule voor het geval X = R. 


K1.12. Een analogon van de volgende uitspraak wordt bewezen in analyse III: 


5 Stelling 
Zij UE Ù, KeEeHen u: UxK IR, met gee C(UxK) voor elke i. Dan 
ni 
9 


S En (x,y)duly), voor elke u E MK). 


DR vel u(x,‚y)duly) = 
1 1 


K 





5 2. Harmonische schoven 


K2.1. De kiem van de potentiaal theorie is te vinden in de aan- 
trekkingswet van Newton : twee deeltjes met massa's m, en 
m, op een afstand p trekken elkaar aan volgens een kracht 


AKN 2 mm,/p*. In de loop van de 18e eeuw wordt deze wet 





gebruikt voor de oplossing van specifieke fysisch-astronomische 
problemen, zoals de aantrekkingskracht van een ellepsoïde 

op een massapunt. 

De autonome ontwikkeling van de potentiaaltheorie start in 

1779 met de opmerking van Lagrange [28] dat de door de het 

van Newton beschreven gravitatiekrachten zeer algemeen voor=- 
gesteld kunnen worden door de gradiënt van een functie, de 

| Z.8g. potentiaal. In 1782 toont Laplace [ 30] aan dat deze 

| potentiaal (in bolcoördinaten) voldoet aan de sindsdien 


| | | naar hem genoemde differentiaalvergelijking 


dd er | NE: SN 
Sd SE ve do’ * preinoso (Sin 8 Fe) + prem Apr * C 


ofwel in Cartesische coördinaten 


u) 


; (LV) Au = X u z= 0. 
3 Kee 
11 


eN 


Soortgelijke resultaten waren voor de vloeistof mechanica ge- 
deeltelijk al in 1752 door Euler verkregen en in 1738 door 

D. Bernoulli. 

In 1813 toont Poisson [40] aan dat (LV) alleen juist is in 
een massavrij deel van de ruimte. Voor een ruimte met dicht- 


heidsverdeling u' geldt de naar hem genoemde vergelijking 


e 


(PV) A,u = =hmy!. 





vaer en re enen S&rsee Speet en en re te ede 








K2. 





2 


in deze paragraaf vertalen we een aantal resultaten uit de 

theorie van (LV) in abstracte definities. 

Evident is dat de oplossingen van (LV) voldoen aan de volgende 

Definitie . 

1. Een harmonische schoof op een topologische ruimte X ls een 
reële lineaire schoof HK: U > K(U), U € ®, van continue 
reêle functies d.w.z. 

a. Voor elke UE U is K(U) een lineaire ruimte over IR van 
continue functies h : U > R. 

b. U, VE U, VCU, hEH(U) >neEH(V) (1.4) 

e. (U) CU, U = UU, h: UR, hE ND RU,) > hE KU). 

2. Een functie h € #(U) heet harmonisch op U of een H-functie 
op U. 

3. H heet niet ontaard in xE€ X als er een UE Ux) en 
h € #(U) bestaan, met h(x) # 0. 

hb. UE Wneet een P-verzameling indien er een m > Q en een 
h € U) bestaan,met h > mop U. 


Lé 


1 an: PA TL SELA / png Ce atis. LO Ovhilnef sas ) 


Ek: ». Á 
/ 


0 ave. 

Zij Keen harmonische shoof op X, Y E Wen A de verzameling 

der x € X waarin H ontaard is. 

65. Stel HC, CU) = (U) eon Youe U. u», HK, CU) is een har- 
monische schoof op Y, genaamd de restrictie van # tot Y. 

6. A is gesloten. 

7. De harmonische schoof %#, is nergens ontaard. 

Voortaan is £ de door (LV) voortgebrachte harmonische schoof 

op R°. Uit A, 1 = 0 volgt dat R° een P-verzameling is. 


ee 


In 1823 bewijst Poisson [41] door middel van een formule 


dat oplossingen van (LV) binnen een bol alleen afhankelijk 





Ë 
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J 
Î 
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8 
: 
Î 
4 
8 
ji 
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K2.4, 


zijn van de randwaarden. We leiden deze formule af, met behulp 
van een door Sreen [20] in 1828 (publicatie rond 1850) ont= 
wikkelde, ook voor meer algemene gevallen bruikbare, methode. 
Zij B = B(y,0), B, = B(x;a) met B, C B, A,u = 0 in B en 


u, v € c(2) in een omgeving van B. Volgens (K1.11) geldt 


| d V | du es Ee Dn 
„gj (u EET v ado = B uAvds = B,” uAvds + B\B, uAvds 


ofwel 
| dv _ _ du = dv _ „2u - ke 
(1) geen Er v an) dO = „gj (u zn v Dr) do B\B, uAvds 


Deze formule DAREE niet af van de waarden van v in B. Veronderstel 
nu de existentie van een functie eG, met de FASE EDen 

aL. CCZ) = 1/Nx-zl - hz) voor Xx # z 

B. h, is {-harmonisch in een omgeving van B. 
Y. CG = 0 op dB. 

(2) 


Buiten B, valt CG, kennelijk samen met een functie, ge= 


definieërd in een omgeving van B, dus (1) is toepasbaar met 
GC, i.p.v.v. Bij de limiet overgang a > 0 gaat het linkerlid 


van (1) over in-tm u(x), terwijl z > 1/lz-xll e ELX), ofwel 


G 


| _ X 
(2) Um u(x) = aBf UE do 


De -nog te construeren- functie (x,2) > GZ) wordt voortaan 
genoteerd als (x,2z) > Te Sinds Riemann heet zij de Green 
functie van B. De functie z > G,(2) wordt wel de Green functie 
van B met pool x genoemd. 

Gezocht wordt dus een functie h» L-harmonisch in een omgeving 


van B en op àB samenvallend met de functie z > 1/1x-zll. Een 


voor de hand liggend probeersel is hz) = H/Bx“-z voor een 


x' € (B. Om redenen van symmetrie zal dan tevens moeten 


= A = 


peilen X° z y + Alx-y). Inderdaad blijkt voor x  y de ver- 
gelijking z € 3 B > u/Ny+Alx-y)-zl = 1/1x-yl oplosbaar te zijn 
(gebruik op een handige manier bolcoördinaten). De extra eis 
x* £ B geeft als unieke oplossing À = D2/Ixeyl?, u= ‚2 


(inversie t.o.v. B), ofwel 


1 lx-yl en En 
G(x,2z) = Tzexl _ My=xl2Cz-y)-p? X=y 9 X F Ys Z F X 3 terwijl 





(3) 


| G(y,z) 


Ĳ 
N 
' 
d 
6 
Dl 


Í kennelijk voldoet voor x z= y. Berekening van CTI levert ten- 


slotte het gewenste resultaat: 
| K2.5. Definitie. 


Voor B = B(y,;p) is de Poisson-kern van B de op B x (B\{x}) 


En ° Yy aha. -x| 
| gedefinieerde functie KD : (x,2) > p Er ETT EN i 


/ 


Lemma (formule van Poisson) 


| | Voor h £-harmonisch in een omgeving van B en x € B geldt 


iÀ 
h(x) = Ump2 aBf Ko (x,2) f(z)do(z) 


K2.6. Opgave 
| | Zij UE Wen uE DE Bewijs 


| Í, Asu = 0 in U ® saf 5e do = 0 voor elke bol B C U (Gauss). 


| î 1 3 
| 2. Azu = 0 in U * HroZ 38’ u(z)dolz) = u(x) Sun gf ulz)ds(z) = u(x 


| voor elke bol B C U, met straal p. (gebruik differentiatie 
achter het integraal teken). 
3. Azu = 0 in U, u extremaal in x € U * u is constant in een 


omgeving van Xx. 








eee ee a en Deen 
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* Opmerkingen 


KZ. 


U, Bij het formuleren van de axiomatische theorie zal de Green 
functie verder geen rol meer spelen. De existentie van een der- 
gelijke functie in een abstracte harmonische ruimte kan echter 
wel aan:getoond worden. Zie Biu [17] , chap. 11. 

9. B en do heet de uittredende flux. Zie [52] en [53] voor de rol 
van dit begrip in de cohomologie theorie van de Brelot-axioma- 
tiek. 

6. De equivalenties in (K2.6.2.) kunnen ook worden bewezen voor 
u € C(U). Deze middelwaarde eigenschappen worden dan ook soms 
gebruikt voor de definitie der £-harmonische functies, bijv. 
in [14]. Zie [24] voor een poging tot axiomatisering van deze 
eigenschap. | 

Voor elke o-integreerbare functie f op àB is 


y | B 
Pr: Een Ee 5Bf K(x,zdf(z)dolz) een op B gedefinieerde 


reëel waardige functie. In het bijzonder is dus, voor elke x € B, 
f > WED), f € € (3B), een Radonmaat we op àB. Daar K als 
functie van x £-harmonisch is volgt nu uit (K1.12): 


Lemma 


Voor B = B(ly;p) en f € C(3B) is wPe £-harmonisch op B. 


De exìistentie- en eenduidigheidsresultaten (K2.5) en (K2.7) vat- 


ten we samen in 


. Definitie 


Zij X een topologische ruimte en # een harmonische schoof op X. 


1. Voor elke U € U, elke numerieke functie f op 3U en elke afbeel- 


ding Dn xXx ws van U in M,CaU) schrijven we wie voor de functie 
xe J* fawÙ, xe U, i 
X 


2. Een H-kern op U € U is een afbeelding wb: xe we, van U in 





A= 


MU), met 


a. FE C(aU) => wFeE KU) 


b.UCvel, nev) = wh =h in U. 

3. Een veegsysteem op X is een paar (8,w), met 3 C Ù een basis 
van W en w een afbeelding w: U > wi; x wo, Ue B, x EU, 

U | | | 


ht, Een veegsysteem (B,w) op X heet een H-veegsysteem indien AG 


een d-kern is voor elke U € 3, 


Merk op dat uit de existentie van een veegsysteem volgt dat X lo- 
caal compact Den 

H-kernen zijn hier kernen van U in BU. In Hansen [47] zijn H-ker- 
nen kernen van U in [u en vormen zij het uitgangspunt voor een 
iets algemenere axiomatiek, die bijv. ook de discrete potentiaal- 


theorie omvat. 


K2, Het in (K2.5) en (K2.7) gedefinieerde H-veegsysteem, met 8 de ver- 
zameling der bollen en we de maat mr Kx, eo heet VOE het 
Poisson-veegsysteem. Dit veegsysteem heeft de extra eigenschappen 
dat elke B € 83 samenhangend is en dat 3B de drager is van elke 
maat we. Uit de context zal steeds blijken of de term Poisson-kern 
gebruikt wordt in de zin van (K2.5) of van (2.8.2). 

2,10. Opgaven 


1. Zij # een harmonische schoof en (d‚w) een H-veegsysteem op X. 
Bewijs: | 
Ue? Ë, (ht C HU), h = sup he E CU) > heEHU). 

D. zi3 (B,‚w) een veegsysteem op X, met wl (wie) = we in V voor 
alle V‚W € B en f € C(aW) "met VC W. Bewijs dat 


KU) = {ne UU: vxeudJoelks») xeveB, vVconu = 








ni nn nee eden 
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K2.11. 


Zale 


K2,13, 


NE: BE 
win = h in V} een harmonische schoof op X definieert, en wel 


de kleinste met de eigenschap 
VER, FEC) => wife KV). 


3. Zij JH een harmonische schoof op K en U Ee U met 3U = . Er be- 
staat een dl-kern op U precies dan als #(U) = {0}. | 

h., Zij U een P-verzameling, V CU en w\ een H-kern op V. 
a. wii > m op V voor een m > 0. 
b. (V) E €(V) als V # g. 

Se A] wi een A-kern op U € Ù en laat Jl de Bauer convergentie (2.12) 
eigenschap bezitten. Als f: 3U > (-@,‚o] nae beneden begrensd 


U 


is, is wf s.c.i. 


Ook een tweede fundamentele eigenschap voor de £-schoof volgt 
rechtstreeks uit de lemma's (K2,5) en (K2.7). Een eenvoudige af- 
schatting in (K2.,5) levert: | 
Lemma (ongelijkheid van Harnack) 

Zij B = B(y;p), h > 0 L-harmonisch in een omgeving van B en 


8 E (0,1). Voor Ix-yl S Sp geldt Ih(x)-h(y)l Sr hy). 


Definitie 
Zij een harmonische schoof op X. # bezit de Bauer convergentie 
eigenschap Ki, indien 

ue U, (h) € KU), h, Î h, h locaal begrensd * nh € KU). 
Voor X locaal compact is het reeds voldoende deze eigenschap te 
eisen voor stijgende rijen. Zie bijv. [17], p. 10. 
Lemma 


De schoof £ voldoet aan K,. 


ad 


We bewijzen de uitspraak h € #(U) zelfs onder de: zwakkere veron=- 


derstelling dat h eindig is op een dicht deel van U. Het is daar- 
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bij geen beperking Ch) C £,‚ CU) te veronderstellen. Voor elke 

x E U bestaat er een y € D en een bol B = B(y,p) met B C U en 
Iy-xl S Jo. Uit (K2.5) en (K2.11) volgt 

h(x) = lim h(x) S lim sup Th (y) = Jh(y) <@, d.w.z. h is over- 


al eindig en Ch) is equicontinu (K2.11). Hieruit volgt h, *h 


locaal uniform, h € C(U) en dus h € K(U) (2.10.1). - m 


Volgens de stelling van Harnack 1887 [21] voldoet £ in feite aan 


een nog sterkere convergentie eigenschap, zie 


Stelling 

Zij { een harmonische schoof en (8,w) een A-veegsysteem op X. 
Equivalent zijn: 

1. voldoet aan Ky; . 

2. VEB, f: AV >R begrensd > wife Kv). 

3. VEB, f: 3V >R begrensd en w‚- integreerbaar voor elke 


XE V > wife K(v). 


1 2: Zij eerst f s.c.i. Voor xE V geldt 
we) = sup (w'g)(x): gf, gE C(3V)} = sup (w'e)(x) , 
met (wet C H(V) begrensd. 
Voor f willekeurig geldt (w'£) Ge) = inf{(wlg)(x): gef, 
g s.c.l. begrensd} = (inf wer Go), met (wle C KCV) be= 


_grensd. 


2 > 3: Evident. 


3 > 1: Stel U € Qf, Ch‚)t C A(U) locaal begrensd en h = sup he 


Kies V € B,met VCUen h begrensd op V. Voldoende is het be- 
wijs van h € #(V). De functie h is s.c.i. op àV dus wine 
tegreerbaar voor x € V, d.w.z. wh E H(V). Tenslotte geldt 


on = w (sup h‚) = sup(w ho) = Sup h, * h op V. nm 


2.15. Een verrassend gevolg van Ki is: 


nn nen ne ne enn ee RT ne nn eenn er a: 


ET EN A WELEER GEND MRE ODE NO 








2.16. 


Zale 


EE AN 


Theorema (Boboc c.s. [4] ) 
Als een nergens ontaarde harmonische schoof op X is die aan K, 


voldoet, dan is X locaal samenhängend. 


Zij Xx € X en U e Ux). Bewezen moet worden dat x een samenhangende 
omgeving in U bezit. Aangenomen mag worden dat er m > 0 en h € KU) 
bestaan, met h > m. De familie B der VEL met XE V = VNU is 
niet leeg en naar rechts filtrerend t.a.v. de orde-relatie V SV! 


indien V' C V. Met de notaties h = 1 h h= sup{h,: Vv € 8} en 


V U-y'1 

W=N{V: VEB) geldt h)t C KU) en hy Sh, dus ook h>h € (U). 
Uit h Ee €(U) volgt W=h"*(0) = ty E U: fly) < Jm}, dus 
xXEWe=WNU, Wis het kleinste element van 8 en W is samen- 


hangend (ga na). | m 


Opgaven 

Zij & een harmonische schoof op X en f € €(X) strict positief. 
1. He: U > {h/f: h € K(U)} is een harmonische schoof op X. 

Zn He, is niet ontaard in x als { niet ontaard is in x. 

3, Als # voldoet aan Ki, dan ook H. 

U. f EH(U) > 1E HU). 


U Ee | | 
>. Als w° een dl-kern is op U, dan is x AE 161 ween H-kern op U. 


Ed 


De tot nu toe behandelde begrippen harmonische schoof, H-veeg- 
systeem en convergentie eigenschap zijn nog niet voldoende voor 
een bevredigende potentiaaltheorie. Door het opleggen van enige 
extra eisen aan het H-veegsysteem en van een sterkere convergen- 
tie eigenschap wordt wel een rijke theorie verkregen. Dit gaat 


echter ten koste van de algemene toepasbaarheid. Binnen deze 


theorie is het gebruikelijk de schoof der harmonische functies in 


te bedden in de schoof der z.g. hyperharmonische functies. Een 


voldoend rijke en algemeen toepasbare theorie wordt nu verkregen 


door een aantal eigenschappen van deze hyperharmonische schoof 


als axioma te postuleren. 
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Ez 53. Hyperharmonische schoven. 


K3.1 De vergelijking van Laplace geldt slechts in ladingsvrije ruimten. 
In een niet ladingsvrijdeel van de ruimte geldt de vergelijking 
van Poisson (PV) : Azu = =4ru',waarbij de ladingsverdeling u' 
i.h.a. onbekend is. Voldoende voor de oplosbaarheid van (PV) is 
de oplosbaarheid van Azu = =bry!, en Azu = -bry!. Zij nu Ue Ù 
en u e el (u), met Azu < 0 in U. De in (K2.3) gegeven wEredane 


geeft nu voor elke bol B C yu: 


AG | 
-bru(x) = f u On do + f As uG, ds, dus ook u(x) > (wEu)(x) voor 
dB 
elke x € B. 


Deze ongelijkheid staat aan de basis vak de theorie der super- 
harmonische functies, geentameerd in 1926 door Riesz [uu], en 
leent zich tot axiomatisering. 

* K3.2 Bovengenoemde ongelijkheid is ook zinvol voor minder gladde u. 
Omgekeerd is het rechterlid u' in (PV) niet noodzakelijk een 
overal gedefinieerde functie (puntladingen, dipolen!). 

Een meer algemeen geldig mathematisch model wordt daarom geleverd | 
door de distributievergelijking (A4T)($) = =hru(d), ò E D, met D 
oo) 


de verzameling der e{ functies met compacte drager, u een Radon- 
maat, T een locaal integreerbare distributie en (A3 T) (6) dede inieend 
als T(A36). Volgens een moderne formulering (zie b.v. [14] ) van de | 
resultaten van Riesz zijn de locaal integreerbare distributies in 
met AT < 0, b.o. gelijk aan de b.o. eindige £-hyperharmonische 
functies (zie beneden). Dit verklaart de volgende 

3.3 Definitie. 
Zij (@‚,w) een veegsysteem op X. Een s.c.i. functie u : U > (-o‚,o], 


U e U, heet locaal w- hyperharmonisch in U, notatie u € MUD 


indien er voor elke x € U een 0 € U(x) bestaat, met 
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vCVvConu, veg u ú in V. 
De afbeelding U > U(U) is een schoof, de door w voortgebrachte 
hyperharmonische schoof. Voor het Poisson veegsysteem w (K2.9) 
noemen we de locaal w-hyperharmonische functies ook wel 
L-hyperharmonisch. Deze schoof wordt aangegeven met £*. Voor 
vaste U is U(U) een convexe inf-stabiele kegel (d.w.z. u,v € U(U) > 
inf (u,v) E U(U)). We hebben hier dus een speciaal geval van de 
volgende | 
Definitie. 
Een schoof U op een topologische ruimte X heet een hyperharmonische 
schoof indien elke U(U) een convexe kegel van s.c.i. functies 
u: U» (-o,o]l is. 
Voor elke hyperharmonische schoof U is -l een hypoharmonische 
schoof. Voor elke hyperharmonische schoof U is #, : U > UU) N 
(-UU)) kennelijk een harmonische schoof. Uit het volgende 
resultaat en (K2,9) blijkt dat de £-hyperharmonische functies 
op deze wijze weer de £-harmonische functies geven: 
Lemma, 
Zij H een harmonische schoof en (@,w) een -veegsysteem. Voor de 
door w voortgebrachte hyperharmonische schoof U geldt 4 = Ao. 
Zij UE Wen nEeH(U). voor elke VEÖ met VC U geldt dn = h; 
d.w.z. th Ee UU). Zij omgekeerd h € HjCU) en XE U. Er bestaat 
een V eb, met x C V C VCUenh= ük. Uit hE€ e(3V) en (2.8.2) 
volgt hE€#(V). Pas nu (2.2.1) toe. ODO 


O pgave e 


Zij (Ö,w) een veegsysteem op X..Een s.c.i. functie u : U > (oo oo] , 
UEeU, heet w-hyperharmonisch op U, indien wu > u voor elke Ve 8 Nn 


V CU. Bewijs dat de door w voortgebrachte hyperharmonische schoof 
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kj de kleinste hyperharmonische schoof is, die alle w-hyperharmonische 
functies bevat. | 
| K3.6 Uit (K3.1) volgt een zeer algemeen minimumprincipe voor de £-hyper- 
harmonische functies: | 
| Uit UE WZ, uE L*(U), KEK, u > op U\K en û > 0 op 3U (1.5) volet 
| u>o0. | 
| Het is voldoende dit te bewijzen voor U samenhangend. De s.c.i. 


functie û neemt haar minimum -m, m > 0, aan in xXE Kn U indien 
Ii 
ur 0. Voor u! = utm geldt u' € £7 (U) en A = {u' > 0} is open en 
niet-leeg. Voor z € ANU bestaat er een bol B met zE BC BC U 


en u'(z) > Lw But y(z) > wa, n >gu' Mz) > 0. U is echter samen- 


hangend. [UW 


Klassiek voldoet dus elke U e DA aan: 


BS EE EE ne Lik 


3.7 Definitie. 
Zij U een hyperharmonische schoof op X. U € W neet een MP-verzameling 
t.a.v. U indien | 
_ ue WU), KEL, uro op U\K, û(x) > 0 voor elke x E U > u > 0. 


Bewijs zelf de volgende, in het klassieke geval meer gebruikelijke, 


Ee a ne ee ne A ie ee a Sk 


formulering van het minimum principe voor onbegrensde verzamelingen 


(Brelot [7F ) 


Opgave. 


Zij X locaal compact, 1 € U(X) en zij U de rand van U in de 


WERELDEN TE EER EP pe Te Men Ee 


Alexandroff compactificatie van X. U is een MP-verzameling 


precies dan als 


ete eere ee en ee ere emee ere veed s. 


uE UU), û> 0 op U u> 0. 
3.8 Opgave. | 
In de notaties van (2.16) geldt: 


e 


Weme od one mr nne eb tn sede er 
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En 1. Als 4 een hyperharmonische schoof is op X, dan ook 
di U, U {u/f : u € UU}. 
2. U en Ue hebben dezelfde MP-verzamelingen. 
3. Als U wordt voortgebracht door een veegsysteem (8,w), dan 


wordt U, voortgebracht door het veegsysteem (B,Íw), met 


É£ V N f V 
WT Fox * e veb, 
3.9 Opgave. 


1. De eis uu S u in (3.3) is equivalent met we < u voor alle 


gE e(3V) met g S u. 





2. Uit (K3.6) volgt dat voor het Poisson-veegsysteem w de 


begrippen w-hyperharmonisch (3.5) en locaal w-hyperharmonisch 


kn en dn en en dn ann ae in mene Se se veen 
° ï 


samenvallen. 





San Bes ta e ee ed 
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8 U, Earmonische ruimten 


Zij U een geaard metalen vat en u' een ladingsverdeling in U. De 
electrostatische potentiaal u moet voldoen aan (PV), met de en 
conditie u = 0 op JU. Laat v een functie zijn met Av = =Umu!' in 
een omgeving van U. De onbekende functie u moet voldoen aan, 

u = vth, met Ah = 0 in U en h = =Vv op dU. Op de constructie van 

de functie v gaan we hier niet in. Zie echter (K.I). De vraag 
naar de existentie van een in U L-harmonische functie h, met gege- 


ven continue randwaarden, draagt sinds Riemann de naam probleem 


van Dirichlet en is één van de drie door Gauss [19] behandelde 
hoofdproblemen van de potentiaaltheorie. Meer algemeen: 


Definitie 


Zij A een harmonische schoof op Xs; UE Wen f e Ó (9U). Een 
functie u € #(U) N (U) heet een klassieke oplossing van het nn 
bleem van Dirichlet, met randwaarde f, indien u = f op dU. 

Zij U € U, f € C(3U) en h E £L(U) een klassieke oplossing met 


randwaarde f. 


Lemma 


1. h is eenduidig bepaald door f. 
2. h 0 indien f > 0. 
1: Laat ook h' een klassieke oplossing zijn. Merk op dat 
+(h-h') € £*(U) en pas (K3.6) toe. 
2: Volgt eveneens uit £(U) C £*(U) en K3.6). | «Ed 


De eenduidigheid der klassieke oplossingen is dus geen probleem. 


Eerst in 1911 toont Zaremba [55] aan dat de existentie niet steeds 


gewaarborgd is. Zij bijv. U = B(0,1)-{0}, f = 1 op 3B en £(0)-= 0. 


Uit de eenduidigheid en de rotatie-invariantie der vergelijkingen 


volgt dat elke klassieke oplossing h in bolcoördinaten alleen een 





_Ku, 
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j 2 
funetie van p kan zijn. Hieruit volgt : , To 


u == A/p + B, in strijd met de gegeven randwaarden. 





= 0 (K2.1) en 


In 1924 trekt Lebesgue [31] hieruit de conclusie dat het prob leem 
onderverdeeld moet worden in 
a. De constructie van een "verstandige" Desatbe KE) Pe Bee CCU), 
UEUW fE C (3U). | EO 
b. Het opsporen van de randpunten waarin He continu aansluit op E, 
Van-de operator (Uff) > He zal men eisen dat Ei lineair en monotoon 
ant is en samenvalt met de klassieke oplossing zo deze bestaat. 
Omstreeks 1923 ontwikkelen Perron [37] en Reimak [431 , voor die 
U Ù waarvoor de klassieke oplossing steeds bestaat, een oplos- 
methode waarbij de oplossing He voor het probleem met continue 
randwaarde f verkregen wordt als het inf He van alle continue 
hyperharmonische functies die Ep òU majoreren. Deze methode is 
een eene van de methode van Peano voor de oplossing van 
beginwaarde problemen voor gewone 1e orde differentiaalvergelij- 


kingen. 


In 1925 merkt Wiener [Sh] op dat de methode niet expliciet gebruik 


maakt van de randeigenschappen van U, dat ook voor willekeurige U 
steeds geldt Hz z He E H(U) en dat de sateensthappetidke waarde 
He voldoet aan bovengenoemde eisen. (Zie ook Vasilescol[51].) In 
1940 breidt Brelot [6] de methode tenslotte uit tot willekeurige 


randfuncties, gebruik makend van s.c.i. hyperharmonische functies. 


De C{2’_nyperharmonische functies werden overigens reeds in 1887 


gebruikt voor de klassieke oplossing van het probleem van Dirichlet 


d.m.v. de balayage=methode van Poincaré [39]. We geven nu de ab- 


stracte definities: 


. Definitie 


Zij U een hyperharmonische schoof op Xs; U € Ween MP-verzameling 


en f: 3U >, -o,o], 








fi is de verzameling der bovenfuncties van f, f.w.Z. u ER 


1. U 
indien 
a. u is naar beneden begrensd op U; 


b. u > 0 in U\K voor zekere K € X; 


c. XE U > ûlx) > f(x). 


Ze u = U is de verzameling der benedenfuncties van f, A = 


= inf U is de bovenoplossing en He = sup Ur de benedenoplossing 
met randwaarde f. | 
U U 


3. f heet resolutief indien He = He E (U). We schrijven dan He 


LD Ws Hi en noemen dit de gegeneraliseerde oplossing, met rand- 


waarde f,‚ van het probleem van Dirichlet (in de zin van Perron- 
Wiener-Brelot). 
U. U heet resolutief indien elke £ € C_(3U) resolutief is. 


Zij U een hyperharmonische schoof en U een MP-verzameling. 


En He = he He < ef |H < Her: 

2E Eg => He < Hg, He SH. 

3. APO > He = Aes Hie = Alp. 

HR in Heen. (1.4) 


Heen Tr Pe ag Het B 
ba £ te He is een lineaire afbeelding van de lineaire ruimte der 


eindige resolutieve functies in 3,(U). 


We 


6. Voor V resolutief en x € V is H: Ee Hex) een positieve 1li- 


neaire vorm op € (3V), de harmonische maat op V in Xx. 
. Voor V € U resolutief is x > De een dj-kern op V. 


8. Als U € A en h is een klassieke oplossing met randwaarde 
U 
£ 


De bewijzen zijn triviaal. | m 


f € (3U), dan is f resolutief en h = H 


e 


Zie bijv. de la Vallée Poussin [50] en Monna [36]. voor de geboorte 


van het begrip harmonische maat. 


Opgave | 
Voor U E Umet 3U = B geldt 


9, U is resolutief ©® U is M.P. ak opgave (3.7). 
gen Zie pagina 24a 


d * _De harmonische schoof ( R°,‚f) bezit dus zelf een basis van reguliere 





verzamelingen: 
Definitie. Zij J{ een harmonische schoof op X en U € U. U heet 
regulier (t.a.v. 4) als er voor elke f € (3U) precies Één 


h € (U) NM E(U) bestaat, positief indien f positief is. 


De afbeelding f > h(x) is voor x € U een positieve Radonmaat op àU. 

Hiervoor wordt de notatie on, gereserveerd. De afbeelding x > on 
is kennelijk een #-kern op U. In de oudere versies van de axioma- 
tische potentiaaltheorie wordt steeds het bestaan van een basis van 
reguliere verzamelingen geëist. Ga zelf na dat elke MP-reguliere 
verzameling ook resolutief is en dat hiervoor geldt u, = . 

U.9, Het begrip harmonische ruimte kan nu gedefinieerd worden. Ruw ge- 
zegd is dat een ruimte waarin harmonische en upenhemnenisehs 
functies locaal gedefinieerd zijn en waarin het Dirichlet probleem 
behandeld kan worden met de Perron-Wiener-Brelot methode. 
Definitie 
Een harmonische ruimte is een paar (X,U), met U een hyperharmo- 
nische schoof op de topologische ruimte X, waarbij voldaan wordt 
aan de axioma's: 
Hi. (Positiviteit) De harmonische schoof H#,, is nergens gedegene=- 

reerd. 

H2. (Convergentie) De harmonische schoof HC, voldoet aan Ki. 

Er H3. (Resolutiviteit) De voorwaardelijk compacte resolutieve verza- 

melingen vormen een basis 8 van U. 
Hb, (Volledigheid) Voor UE Wen u: U > (-o,ol s.c.i. geldt 


WEB, VCU = u'uSu) => uE UU). 
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Voor de hyperharmonische schoof £* vormt de verzameling d3 C U 


der bollen een basis van resolutieve verzamelingen: 


Lemma 
Voor B = Bly,p) en f € C(3B) is f resolutief en He z wet. 


B is MP volgens (K3.6). We bewijzen zelfs WPF € U, nu bled als 


Voldoende is het bewijs van f SE. d.w.z. van lim inf(wEE)(x) > f(z) 
B2x+z | 
voor z € dB. Wegens 1 = wP1 is het voldoende dat 


lim inf(wEf_)(x) > 0, voor elke € < f(z) en f_ = f-e. Kies ë > 0 
B2x>z 5 en 
met f > e in 3B MN B(z,ê). Voor x € Blz,5ó) geldt dan 


(wE£ DG el ENG + (wd Pe 


3BNB(zZ,Ö) 9B\B(zZ,ô) 
De eerste term is positief, de tweede convergeert naar 0 voor 


XZ \K2dde | an 


In de notatie van (4.7.6) geldt dus zelfs u = me Merk op dat in 


feite bewezen 1s dat wf de (enige) klassieke oplossing met rand- 


waarde f is. 








U.,10. 


IB 


Uit (3.4), (2.2), (K2.13), (Ku. 8) en (K3.6) volgt dat het onderzoek- 

object (R*‚£*) van de klassieke potentiaaltheorie inderdaad een 

harmonische ruimte is. We schrijven voortaan K i.p.v. Hy 

Uit (H3) en (2.15) volgt dat X locaal compact ennen samenhang- 

end is. Uit (Hi), (2.10.3) en (4.7.7) volgt dat X geen geïsoleerde 

punten bezit. | | | | 5 | 

Het Oneeeweteen der voorwaardelijk compacte resolutieve verzame- 

lingen en de hierop gedefinieerde harmonische maten wordt voortaan 

aangegeven met (Bu). 13CU) is de verzameling der V € B, met 

Vv CU. Als U een hyperharmonische schoof is die voldoet aan (H3), 

dan is (Hu) equivalent met de uitspraak dat U de door (Bm) 

voortgebrachte hyperharmonische schoof is. In het bijzonder geldt: 

Lemma 

Zij U een hyperharmonische schoof op X die voldoet aan (H3) en 

(Hu) en zij U € U. Equivalent zijn: 

1. u € U(U). 

2. u is u-hyperharmonisch in U (3.5). 

3. u is locaal u-hyperharmonisch in U. 

Le n-S U, indien V € B CEN, #6 C_(BV) en g < u. Pas 
(3.5) en (3.9.1) toe. 

2 * 3: Evident, 

3 > 1: Volgens (3.3) bestaat er voor elke x € U een O0 € Ux) met — 
u p-hyperharmonisch in 0 A U. 


Uit (HU) volgt uE U(OANU). m 


Opgave 


Zij U een hyperharmonische schoof op X. In de notaties van C210) 


en (3.8) geldt: 


FU == EU f U E 


d U ’ 
da H ee Heo/fs H en HelE, me t Ho en sld de boven=- en 


8 =8 78 
benedenoplossing met randwaarde g, t.a.v. de schoof Ue. 


NEED A SEEN ODE Ge ner B 
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fg resolutief t.a.v. U ® g resolutief t.a.v. den 
U resolutief t.a.v. U © U resolutief t.a.v. Ur. 


Als (X,U) een harmonische ruimte is, dan ook (XU). 


.‚ Opgave 


Zij X = IR en zij, voor UE U, U(U) de verzameling der s.o.i, 


functies u: U * (-e‚o]l , niet stijgend op intervallen. 


Jap 


(X,U) is een harmonische ruimte, H,, bestaat uit de locaal con- 


(a,b) - 


stante functies, elk interval (a,b) is resolutief en MH, Ee) 


(puntmaat). 


ds Vervanging van Yniet-stijgend!" door '"niet-dalend!" geeft een 


andere harmonische ruimte, met dezelfde harmonische functies 


en dezelfde resolutieve verzamelingen. 


U,13. Opgave 


1. De eis (4U.6.1.a) is essentieel. Kies nl. in het voorbeeld (Ku.4) 


de randfunctie g = 0 op àB, g(0) = 1. Hiervoor geldt 


a log 5 5 nj NU, voor elke a > 0, indien we deze eis zouden 


laten vallen. 


In (Kt‚u) geldt He = 1 (kies boven- en benedenfuncties van de 


gedaante 1 + 5) 


De rest van deze paragraaf geeft voornamelijk constructiemethoden 


voor nieuwe hyperharmonische functies. 


Lemma 


Zij (X,U) een harmonische ruimte en U € U, 


de 


Ee 


u,v E U(U) > influ;v) EE U(U). 


Cu) s UU) > sup u, € -UU). 


Dit volgt uit lemma (4.10) en (3.3). 


Elke u, is u-hyperharmonisch. Voor V € B, V CU, u = sup U, 


en Xx € V geldt nu u(x) = sup u(x) > sup(u u) (x) = (ww). n 





| L.15. Lemma 

| i Lj (XU) een harmonische ruimte en U € U. 

| Ls resolutief, f: AU ” (-o ,oo] 8 ars naar beneden begrensd en 
| positief buiten een compactum, dan uPf € UU). 

| 2. VEB, WEV, uEWUU, uluSnEHW opw > ulue Kw). 
| 3. VE BU, WEB), uvEUU => uuw) = uu Sulu op w. 
| 1: Pas (4.14.2) en (1.6.1) toe. 

| 2: Pas het convergentieaxioma toe. 

| 3: Uit (1) en (4.10.2) volgt uiuu ss uu. Stel u, = ui Cinf(n,u)), 
| dus u, € #(V) volgens (2), daar zm E H(V). Op W geldt nu 

u = Sup u, = sup pu 5 ulsup u) = uluu. 0 
| 1.16. De volgende uitspraak is fundamenteel in elke locale potentiaal- 

| theorie: 

| Theorema | 

| UFS A VEN, wE LU, vv SUV), A= Iny” + 1 inf(u,v), dan 
| ü s.c.i. > üe Uv). | | 

| Voldoende is het bewijs van dn u voor elke W EB, waarvoor er. 

| een strict positieve harmonische functie e bestaat in een omgeving 
| van WC V (4.10). Uit un RE = u in W\U volgt dat 

| uli < ù in W NU voldoende is, dus ook HES u in WANU voor alle 

| fe €aw), f S u. | | 

8 | Z1j je dn Op AU NW geldt U>û>ve EE, dus DS (4.7.1) Op 


BW N U geldt u-w Se Ui) > u-f > 0. Het resultaat volgt dus, in=- 
dien U MN W een MP-verzameling is. Zij daartoe t € U(UNW), met 
t > 0 op 3(UNW). Voor elke € > 0 geldt kennelijk 
Ss = ly inf(ttee,0) E U(W) 1.4) en 8 > 0 op 9W, dus s > 0, 
| ttee 20 en t > 0. | a | n 
U.17. Gevolg 


Elk open deel van een MP-verzameling is een MP-verzameling. 


Tee ns ne a EE anna A ir ed ld a a nn nd en a 


Er MEI TT EE CE rig ik din Hie men minnen net aad” 7 


ZEE EME tte PE 


„18. 


= DB a 


Bij een MP-verzameling, V 2UEU, KEK, uEUU, u> 0 op 


U\K en û > 0 op 3U. De functie u = 1, inf (4.0) is s.c.i., hyper- 


U 
harmonisch op V, positief op V\K en dV. nn | | in 


Gevolg 


Zij VEL, UE B, U C V. Voor u € U(V) noteren we 
Des À 


u ut 1 inf(u,u u) + bt u. Uit ui > -o volgt 


u Íy\T 


uz ur; E ED 


dU 


Het middenstuk van de definitie en (4.15.1) garanderen dat u, s.c.i. 


is en dat u > u, € UU). Kies weer WC B, met W CU en f € é(3W) 


met f S u. Alleen het bewijs van ub u > UF op U MW is niet tri- 


U | 
viaal. Voldoende daartoe is t > s op U Ml W voor s e u} en t € Jif 
Merk nu op dat t-s > 0 op 3(UNW) en dat U N W een MP-verzameling 
18. | | D 


Voor =u € U(V) definiëren we uy * =((-u)jd: 


U.,19. Opgave 


1. Als voor twee harmonische ruimten (X,;U,) en (X,U;,) geldt 
UU) C U(U) voor elke U, dan ook U, = U, (pas bijv. (3.9.1.) 
toe). | 

2. Als (X,U) een harmonische ruimte is en U € U, dan is (U ‚U 


eveneens een harmonische ruimte (2.2.5.). 








K5. 


B 5, Resolutiviteit 


Naast het endemensende onderzoek van het randgedrag van de gege- 

neraliseerde oplossing zijn de volgende SPoblemên van belang. 

Le Beschrijving van de klasse der resolutieve randfuncties. 

De Dee van de resolutieve verzamelingen. ú 

3. Het verband tussen He en je voor U en f resolutief. 

U, De eenduidigheid van de eat (É‚U) > B onder de in (KU u) 
sehdvén condities. | | 

Klassiek geldt dat He inderdaad eenduidig is (Brelot [121), dat 

elke U see iues is en dat resolutiviteit van f equivalent is met 

uo-integreerbaarheid. 

In deze paragraaf beperken we ons tot enige algemene structurele 

uitspraken. Voor verdergaande resultaten zijn nieuw theoretische 

hulpmiddelen en soms ook extra en nodig. (X,U) is steed een 


harmonische ruimte. 


. Stelling 


Voor U EW is HC, CU) = SC, CU) een volledig vector tralie. 


Zij A =#,(U) De volgende eisen moeten geverifieerd worden: A-A 


is een lineaire ruimte, A+A C A, JAA C A voor à 20, AN (-A) = {0} 
(dus A-A is een geordende lineaire ruimte), u en vE A bezitten een 
kleinste majorant in A en uit Cut C A, u, S uE A volgt 

Sup u, E A. Alleen de voorlaatste eis is niet triviaal. 

Z1j F de verzameling der in U hyperharmonische majoranten van u en 
v. Hiervoor geldt u+tv er, sS;t € F » inf(s,‚t) EF en 

se F, Ve 43 CU) * Sy E F (4.18). Bovendien geldt s EHV) NF 
indien s & utv (4.15.2), dus ánf JF = inf{s,: s € F‚V E BUD} 5 

E KU) (H2). | Oe 0 


. Opgave 


1. Uit (K2.11) volgt u€ £‚,(R°) > u is constant (Picard). 
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2. EUR) HL) - ECR*). 


Lemma 


Zij U een MP-verzameling en f_: AU >R. Dit. £, t fen (He) C #(U) 


n 
U 4e | 
volgt He t He. 
n : 
Evident is lim ai < zhe Kies x € U, en voor elke n‚v_ € Ji met 
n | | _n 
=U : …_ =U …—U B 
< F = — | 
En > 0 en vl) < He Cx) te, De functie v lim He + L(v_ He ) is 
| n n n 
hyperharmonisch in U (k.,14.2) en v € nee d.w.z. 
Helx):S vx) S lim He (x) + Le: 0D 


| n | | 
Voor een MP-verzameling U is voortaan @ (of &(U)) de verzameling 


der eindige resolutieve randfuncties en @&, de verzameling der 


f € @& met |IÉf| E &. 


Stelling 


1. @& is een geordende lineaire ruimte. 


2. @&, is een g-volledig vectortralie en @, = 6, - &,. 
3. De afbeelding f > He is lineair en monotoon op @, met &, als 
volledig origineel van HC, (U) - HC, (U). 


Ut, De afbeelding f > He is een traliemorfisme van @&, in 
(U) - (U). 


U 


f 
n 


5. Voor (ET C @& geldt lim f, € R precies dan als lim H‚, € #(U). 


In dat geval geldt HU 


= 15 U 
lim £‚ 5 lim He . Idem voor R,. 


n 
1’ : Volgt uit (4.7). | 
2-k: Voor fe @, geldt 2f'=lfl+f en 2f° = Ifl-f, dew.z. @ C QR‚-&, 


en H&. C HU) =H, (U). Stel nu omgekeerd f‚g € & met 


eoHe = HC, CUD IC, (U). Volgens (5.2) bestaat er een kleinste 


‘harmonische majorant h van He en Ho Voor u € ij en v € ijn 
U nn 


U € #7U 
eldt h+u=-H_+v- 5 H- 
8 £*V H sup(f‚e) (ga na), dus ook 


H 


> HU > HU -n > HU 8 
d Hsup(£,‚g) Esup(f‚g) ANRA GELE 5 Hinf(-f,-5) | 


‚ m.a.w. sup(f‚,g) E Ren nh = . Uit de 


en U 
= Heup(f,g) Hsup(f‚g) 
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de keuze f = -g volgt nu @, = {f € &: He 5 KC, (U)-H, (U)} 2. 
„De rest van de uitspraken is nu evident, uitgezonderdde 


o-volledigheid die uit (5) volgt. 





5 ‘: De noodzaak is evident. Pas (5.4) toe en merk op dat 


U U U 
< HS. < 
se Hin ef H 
n n 


n n 


5.6. Stelling 
Voor U resolutief, x € U en f: 3U *R geldt 





U Ue eel 
HBG) < /, fdur < /* faur < Hloo. 


Zij u S u en g de restrictie van û tot 3U; g is een s.c.i. majo- 
f 
rant van f en positief buiten een compactum. Voor elke h € € (AU) 


met h <g geldt u(x) > HG > Hy Cx) 5 S hdus, dus ook 


U 
X 


=f | | m 


TE RE EON pd ME ENDE AAD AE MEE EE MN EE OE OE EES B GP EN BER PRE BNET NARE EN ANNE PN SE Mr nnee a nn ee eat ae 


u(x) > /* gau, > f* fdu, en EzGo > j* fau. Vervang nu f door 


Voor U resolutief, xE U, f: 9U »R s.c.i., naar beneden begrensd 


U U 


| 
| 
| 
| | 5.7. Gevolg 
| en positief buiten een compactum, geldt Helx) = J* Edu. 


Voor h € €_(3U) met h S< f geldt nu / hdu, = H‚ (xx) & Hil). En 


Opgave 
1. In (5.6-7) is alleen gebruik gemaakt van het feit dat U een 
hyperharmonische schoof op de locaal banpaete munts X 1S. 
2. Volgens een resultaat en de la Vallée Poussin geldt klassiek 
in (5.6) steeds het gelijkteken. Bewijs dat in de axiomatische 
| U U 


theorie hiervoor voldoende is He(x) = J* fdu, voor 


f: 3U — (-o,o] s.c.1l., positief buiten een compactum. 


ern Ven en en een Re re eme rbp on een me eme Vr Ketten os sbever ntn kben en vr en he an Ta ent ee tergen en ee en ee en En eee 


5.8. Voor U resolutief kan (5.5) nu verbeterd worden. Voor f € @ en 


x EU geldt dat f uo- integreerbaar is. Voor f € @, geldt dat 
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uÙj £/ E H(U). Omgekeerd: 


Stelling 
Zij U resolutief, f: AU * IR u_- integreerbaar voor elke x E U en 
uUT fl E H(U). Voor de absolute resolutiviteit van f is voldoende 


dat f een Baire-functie is. 


De verzameling der Baire-functies op dU is de kleinste verzameling 

M die €_(3U) bevat en met de eigenschap (É_) C M, f_ vg 5E 

f_ Îg - 2 E M. Deze verzameling is een tralie en elke g E M 

bezit een o-compacte drager (ga na). Uit (4.15.2.) volgt dat met 

f ook £* en f aan alle genoemde eisen voldoen. We mogen dus ver- 

der f > 0 veronderstellen. Uit (5.5.5) en (4U.15.2) volgt dat we 

bovendien f $ g € €_(3U) mogen veneniere bedien: kies (gt C € (U), 
met inf(g,,;f) Î FE. | 

Zij nu N= {h € M: inf(g,n°) E &}, Wederom uit (5.5.5) volgt 

N 2 M, dus ook f = inf(g;f\) € @. | ; n 

5.9. Gevolg — 
Zij U resolutief en laat 3U een aftelbare basis bedteten Nogdanikes 
lijk en voldoende voor het absoluut resolutief zijn van f is dat f 


uo-integreerbaar is voor elke x € U en uÚ, £l Ee K(U). 


Op dezelfde wijze als in (5.8) volgt dat we 0 « f < gE €_(3U) 
mogen veronderstellen. Elke positieve s.C.i, of s.e.s. minorant 
van g is limiet van een monotone rij in C_(3U) en dus resolutief 
volgens (5.8). Merk nu op dat 


Nh: = sup{ubn: 0Oshsf, h s.c.s.} = sup{H} : 0Os<hns<f, n s.c.s.} < 


SHE SH, <infld,: f <h <g, hs.c.i.} = inf{u°h: 
£ <hs<g, h s.c.i.} = UE, | 0 


Voor U € UE, wordt aan de eis uOI El E K(U) voldaan indien f be- 


grensd is (2.14). 


Toevoeging bij het voorbeeld van bliz. 32 


Er moet nog worden bewezen, dat er geen van u verschillende, har- 
monische functie v bestaat die in alle randpunten de goede rand- 
waarden (nl resp. e en 1+eo) heeft. Beschouw het verschil u-v. 


Deze functie nadert in alle randpunten, uitgezonderd één ervan, 






tot 0 en overigens is zij begrensd. Noem dit randpunt & en de 





euclidische afstand tot & zij r. Dan geldt voor elke € > 0 


| € 
koen | RU Ss 

— Dit volgt uit vergelijking van de randwaarden. Daaruit volgt 
| 

| u= Vv, 

| 

| 

| 

| Na 





nk nne kel ne ad 





4 
Î 
| 
| 
8 
| 
, 





ae ie ide de ie kn en dee ie er va he rde he eh nea en and den senad ir rcr eet derne ae Er rang urne ta kde zeen bna Ti pk » « 
5 5 ee peen 3 d 8 % Ln 5 bensie distels. atie REE es rik 
‚ oe bie ie A RE 


ROEMENEN NEEN GND EE IEEE EIN OEDEEM EAN OERLE CRO NEAEE  EDN W E UEET W 





“e--s@ 


xK6.3. 


5 6. Resolutiviteit en syperharmonische functies 


Een noodzakelijke voorwaarde voor de rsolutiviteit van f is het 
U 


_harmoniseh zijn van de functies se He en us (als U resolutief 


is). Het onderzoek hiervan is vaak gebaseerd op het volgende sche- 
ma, De verzameling der bovenfuncties van f is inf-stabiel en be- 


vat met u ook u indien V € BU). Klassiek volgt dan de harmo- 


yv? 
niciteit van Hr voor begrensde f bijv. uit het feit dat de con- 

stante functies £-harmonisch zijn. Voldoende is echter ook al dat 
er een bovenfunctie u en een benedenfunctie v bestaan, met uy en 


v, € £(V). Deze eigenschap past in de axiomatische theorie: 


V 
Definitie 

Zij UE UW Een functie u € U(U) heet superharmonisch in U, notatie 
UE MU indien uu E H(V) voor elke V E 3 CU). Een functie u 


heet subharmonisch in U als -u € 5(U). 


Lemma 
1. SU) is een inf-stabiele deelkegel van U(U) 
2. Í is een schoof. 

3. u € UU) locaal begrensd > uE $S(U). 

ie SUI EDU WSE S tE Uk 


5, uE (U), WE BA >-e => uy € SU). 


had, 
6. uE (U) > u eindig op een dicht deel van U. 


(1) en (4) volgen uit (#.15.2), (2) en (3) uit (4.15.2-3),; (5) 

uit (4) en (4.18). | n 
Klassiek zijn de superharmonische functies inderdaad de in (3.1-2) 
ingevoerde functies. Elke open verzameling is dan nl. bodtuttef 


(8.8) en er geldt: 


% 


Lemma 

Zij US Een us (U). Bouivalent zijn 
de WS SCH), 

2, u is locaal integreerbaar. 

dn U LL Dee stake 


U. u is eindig op een dieht deel van U. . 


1 > 2: Voldoende is de integreerbaarheid van u over B(x,p)-B(x,50); 


voor Blx‚p) CU. Volgens (U.15,3) geldt 


id f uizddes(z) = se de’ 


Ee Get BEAT = 


Seele. a 


E P 12 
of UTO UB(x,p 





1) (x)dp! S$ se Umo'? UB(x,40) (x)dp!' << 0, 


NI 
DD 


n= 


22 4 he Evaidernt. 
U > 1: Dit volgt uit de in (K2.13) in feite bewezen sterkere con- 


vergentie eigenschap. | n 





6.4k., De kenmerkende gelaatstrekken van de Perron-Wiener-Brelot methode 


Zin bevat in: 





Definitie 


Een familie Q C U(U) heet een Perron-familie indien 


dna iede se re nk a zeke aid mek a Sira En bed ae eran Ke antr anr dnek eh anne keken ess een Rr TE ei na dd nn dd ede ee de ksa haan a Sa Serien a kette en a ce vem eer-iet ache rr raar or maan eeen deer Camee iede ets tec neen EEE Apen ed ENE FE en 


1. G is naar links filtrerend. 
D, 4 bezit een subharmonische minorant. 
3. Er bestaat een overdekking 4 C BCU) van U, met voor elke V € 4: 


Uy E { voor elke u eG en uy € #(V) voor zekere u e Q. 


V 


Voor elke overdekking /3 C BCU) en u € $(U), voorzien van een sub- 


harmonische minorant, is de collectie der functies Uy j_ 
1 . es n 


CCU) y, > ViseeesVo E B, n EN, de kleinste Perron-familie 
En | 


die u bevat, de door u en #3 voortgebrachte Perron-familie. 








—_ 36 =— 
. : 
Geor Stelling 
| Li $ een Perron-familie op U. De functie u = inf G is harmonisch 
Ì tt Ha | 
| Spiek bij het laatste deel van het bewijs van ee m 
| Volgens de stelling van Dini is de convergentie uniform op com- 
| pacte delen van U. | 
| 6.6. Gevolg 
Zij F een verzameling in U hypoharmonische functies, met een majo=- 
| rant uE (U). Zij v E F subharmonisch. F bezit een kleinste in U 
| hyperharmonisch majorant u, en u, E #(U). 
De verzameling G der hyperharmonische majoranten u!', met u! $ u; 
| van F voldoet aan (b,5), daar uit V & 3 CU), SR pÀ vie F 
| volgt Uy 2 Vi 2 v!, m 
| | 6.7. Gevolg 
| Laat u € $(U) een subharmonische minorant v bezitten. De functie u 
bezit een grootste hypoharmonische minorant; deze is harmonisch en 
is het inf van elke door u voortgebracht Perron-familie. 

| Pas (6.6) toe op F = {-u} en merk op dat het inf van elke door ir. 


| voortgebrachte Perron-familie een harmonische minorant is. 1 
6.8. We passen dit nu toe op het resolutiviteitsonderzoek,. 

Lemma 

Zij U een MP-verzameling en f: 3U > R. 
| 1. Ze N SU) #D en Ur 


2. Als- U bovendien resolutief is, dan U 


(KU) #0 = Hi en He € KU). 


Ue € KU). 


1: De boven- en benedenfuncties van f voldoen aan de voorwaarden 
van (6.5). 


2: Voor f s.c.i.; naar beneden begrensd en positief buiten een 
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MON 


compactum volgt dit uit (5.7) en (1). loet il willekeurig en 

de € (u) bovenfunctie van f geldt dus ue E H(U). Pas nu (H2) 
en (1.6) toe. | | | m 
Het bestaan van een superharmonische bovenfunctie voor f en -f kan 
als volgt worden afgedwongen. 

Definitie k 
(X,U) heet $-harmonisch Reen voor elke x € X een u € OO 


bestaat, met u(x) > 0. 


Ga na dat deze eis in het klassieke geval triviaal vervuld is. 
Wegens (H1) is elke harmonische ruimte locaal $-harmonisch. Bewijs 
zelf dat in de definitie bovendien u(y) < » verondersteld mag wor- 
den, voor een gegeven punt y. Daar $(U) een convexe kegel van 
SrGels Luneties is volet uit (6,84): 


Stelling 

Zij (X,U) S-harmonisch. Voor UE Wen f: 3U > R begrensd met com- 
pacte drager geldt B en pe E H(U). 

Samenvattend: 

Voor U resolutief en X S-harmonisch vormen de begrensde Baire- 
functies met compacte drager een (grote) deelverzameling van de 
resolutieve randfuncties. In de a veleende paragrafen zal bewe- 
Zen worden dat elke open verzameling resolutief is, mits aan een 
nog iets sterker axioma voldaan wordt. Voor het bewijs hiervan 
zijn nieuwe hulpmiddelen nodig, nl. âs HEentDBEn potentiaal en 


balayage. 
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K7.1. 


8 7. Resolutiviteit en potentialen 


Het standaardvoorbeeld van een potentiaal is de electrostatische 
potentiaal p, voortgebracht door een ladingsverdeling u' binen 
een geaard metalen vat. Deze voldoet aan (PV) A3p = =4kmTu!' en aan 
p= 0 op U. Behalve met de methode van (K4t.1) kan dit probleem 
ook als volgt geattaqueerd worden. 

Zij Xx > G(x,y) de potentiaal veroorzaakt door een eenheidslading 
in y € U. Het ligt voor de hand dat voor willekeurige u! zal gel- 
den p(x) = / GCx,ydu' Cy) dely). Voor U = R* en 9U = {@} geldt 


G(x,y) = 1/llx-yll. Met behulp van de methode van (K2.3) bewijst men 
A3d(x) 
XY 
ò = EER (Vergelijk (K3.2}. Voor U willekeurig, maar voldoen- 


nl. gemakkelijk dat ma/ ds(x) = -kmTd(y) voor elke 

de net t.a.v. het probleem van Dirichlet, ligt het nu eveneens 
voor de hand dat zal gelden G(x;y) = 1/ Nxeyll-He Go), met f de 
restrictie van x > 1/llx-yll tot dU. 

Voor het geval dat U een bol is, is G de in (K2.4) gedefinieerde 
CreenFunetie, Heer algemeen worden functies van het type 

p(x) = u/ Glx,y)u'(y)ldsly) Green-potentialen genoemd. In het ge- 
val U =WR°, dus G(x,;y) = 1/Ix-yll, spreekt men van Newton-potentiar- 
len. Merk op dat voor de funetie v in (Kl.1) een Newton-potentiaal 


kan worden gekozen. 


Het hierboven gegeven ET kan (nog) niet geïmiteerd worden in 
de axiomatische theorie. Voor u! > 0 maakt het gestelde in de 1e 
alinea het echter plausibel dat potentialen superharmonische 
functies zijn waarvan de grootste harmonische minorant 0 is. Het 
exacte bewijs hiervan wordt gegeven in de seeds in (K3.2) aange- 
stipte theorie van Riesz. We gaan hier in omgekeerde volgorde te 


werk, 
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WEL (6.7) volgt onontkoombaar de volgende 

Definitie 

Een functie p € 5, (U); UE U, heet een potentiaal in U, notatie 
pEPU), indien he HC (U), hsp > hs Ù. 

Lemma 

1. P(U) is een inf-stabiele deelkegel van $(U), en zelfs a 

2, uEU(U), uSpeAu = ue Muy). 

3. U E AA MP-verzameling, ps Sis Tim plyh == G voor elke 


U2y-x 
xEaU > pe Pu). 


Theorema (Ontbindingsstelling van Riesz) 

Zij u een superharmonische functie in U € &, voorzien van een sub- 
harmonische minorant uo. Er bestaat precies één voorstelling 

u = pth, met pE U) en n E KH(U). Bovendien is h de grootste 
(hypo-)harmonische minorant van u en h is het inf van elke door 

u voortgebrachte Perron-familie. De functies p en h worden het 


potentiaal deel en het harmonische deel van u genoemd. 


Zij nh de door (6.7) geleverde grootste hypoharmonische Re. 
Voldoende is nu het bewijs van u-h € PU) en van de eenduidigheid. 
van de voorstelling. Evident is p € 5, (U). Uit pesh!'€ HU) 
volgt u > h+h', h>hnth' en h' = 0, dus p € (U). Zij tenslotte 
ook u = p't+h', met p! € PMU) en n' E KH(U). Uit uh! E K(U) 
volgt h' < h, maar dan ook p!' > h-h' > 0, dus h = h' en p=p'. OD 
Ongave 

Bewijs dat de door (7.3) op 5, (U) gedefinieerde afbeeldingen up 
en uh additief en positief homogeen zijn. 

meute 

Voor Ue Wen pe AAD zijn equivalent 

lep XU). 


Ze HEE Inf Van elke door p voortgebracht Perron-familie is 0, 


3. Het inf van een door p voortgebrachte Perron-familie GC is Bs 


U, u E UU), utpe20 > uezo0. 





5. -u € UU, USP => WS Û, 


1 > 2 volgt uit (7.3), 2 > 3 is triviaal evenals Ut > 5 > 1, 


. na) | an 2 2 
| do ks Voor t Se geldt ttu Pv. wen je Vo 0 voor 


zekere Viserss Vn dus ook u = u+0 = utinf € > 0, Wij 
7.6. Gevolg 


(Podger CW), p= Ep, HU + pe Mu). 


| Zij penhne HC, (U). Voor elk eindig deel J van Il geldt 


MU) 2 XY p >hn- rr Py S UU), dus hn- ZE p, SO. Volgens 


aeg © aEI\ J aEI\J 
| (6.2.6) is p = sup L& Py eindig op een dicht deel D van U. Op D 
| J aEJ | 
geldt dan h = 0, dus ook op U. n 


1.7. We vervolgen nu het resolutiviteitsonderzoek. Z1j U een MP-verza- 
meling en pS MX) N C(X). Evident is p € U, dus p >H Voor 
x EE 3U geldt tevens lim sup B < lim ply) = P(X), terwijl 


U2y > x P y*X 
En E H(U) volgens (6.8.1). Voor U € & zou bovendien gelden 
Ee S 0 buiten een compactum, d.w.z. he it a HO 
P Pp P Pp =P 
en de restrictie van p tot 3U is resolutief. Voor U & Ù, hoeft 


eu, H < H‚ € 
| dit echter niet het geval te zijn. Volgens een idee uit [27] is 
dit defect als volgt te repareren: 

Definitie 

Zij p € P(U). Een Evans-functie van p is een u € U (U), met 


{kx € U: (p-eu)(x) > 0} voorwaardelijk compact in U voor elke E > 0. 


aad de en ki nnn then en an ek kai in ach aika 


Ed 


Z1j nu xE€ U en u een Evans-functie van p met u(x) < ©», In boven- 
staande afleiding geldt nu Heu Ee U voor elke € > 0 en 


HG) = HG). Resumerend: 








je Ee 

| . 

| Stelling 

E | Zij U een MP-verzameling en p € €(X) N MX). De restrictie van p 
| tot àU is resolutief indien p voor deze xE U een Evans-functie u 
| bezit met u(x) < ®, 

| 7.8. In de volgende paragrafen zal nu bewezen worden dat elke poten- 

| traal dergelijke Evans-functies bezit en dat, onder zekere voor- 


ä waarden, de sentine potentialen dicht liggen in É(3U). Hieruit 

| volgt dan de resolutiviteit van U. De in (5.1.1-3) gestelde pro- 
blemen laten dus in de axiomatische theorie dezelfde resultaten 
toe als in de klassieke theorie. 

17.9. Opgave 
1. Bewijs dat de implicaties 3 > 4 > 1 in (7.5) ook nog gelden, 

indien in (7.2) de eis p © $,(U) vervangen wordt door de eis 
| p E U (U). 
| 2. UE UW hEI(U) NCT), n= 0 op U, h=ih > -hEUX). 


U 
3. pe PND, Uez lx: pod 20} => tp € Pu). 


enn venit en Ben driesen re sek etr n8 redenen den es ee Tegen Oee ven ee 











Re ie Rl ie in ne Fn 





ak 


ad 


Kle de 


K8,2. 


KB. 3, 


= YJ dvly) f Ix-yl 


Be Resolutiviteit en balayage 


Een van de andere in Gauss [19] behandelde hoofdproblemen van de 
potentiaaltheorie is het balayage (= veeg) probleem (de naam is 
van Poincaré), Zij UE Wen zij u' een ladingsverdeling in U. Ge- 


vraagd wordt een ladingsverdeling op 3U, die in (U dezelfde-po- 


tentiaal voortbrengt als u'. Een voorbeeld hiervan is te vinden 


in het verschijnsel van de electrostatische influentie. Hierbij 
wordt het veld van een uitwendige lading gecompenseerd door een 
ladingsverdeling op de rand. Reeds Newton echter wist dat de po- 
tentiaal veroorzaakt door een geladen bol gelijk is aan die ver- 
kregen door alle lading in het middelpunt geconcentreerd te den- 
ken. (Wat is dan U?) 

Zij V resolutief, zij u sen C Veupermartotisene functie op R° 
en beschouw het Dirichlet probleem met randwaarde u. Het is geen 
beperking u € MR) te veronderstellen, d.w.z. u is de door de 
ladingsverdeling u! = -4tmAu voortgebrachte potentiaal. De oplos- 
sing u, van het probleem van Dirichlet bezit een ladingsverdeling 
u! = =hrAug en uy = u in LT, dawaze u is de naar [7 gebalayeer- 


de van u' en u is hiervan de potentiaal. 


V 


Voor de oplossing van het probleem van Dirichlet met randwaarde u 
is het echter niet nodig de door u zelf voorgebracht lading naar 


buiten te vegen. Zij nl. p een nette potentiaal, u een maat en 


(Vv 
u 


de naar (Vv gebalayeerde van u. Uit (K7.1) volgt het bestaan 


vän een maat v, gedragen door (V, met / parle = 


Vo) = [7 


sd Ppeod SS Nxeyl Tdvlyddut (x= 


ank oo ze f dvly) / xy Sdulx) z 


= JJ Pylxìdulx). Aannemend dat er voldoend veel nette potentialen 
V | P 


bestaan wordt de balayage van u naar (v dus gekarakteriseerd door 








de relatie / pault” = Pydh voor alle SE 

Uit de keuze WS Be (puntmaat) volgt tenslotte dat de mndaisen 
maat me de naar [7 gebalayeerde van Ee, 18 

Ook deze beschouwingen zijn niet zonder meer vertaalbaar in de 
axiomatische theorie. Dit wordt omzeild door eerst het begrip 
balayage van functies in te voeren en daaruit naderhand het Begrip 
balayage van maten af te leiden. Voor ons is echter alleen van be- 


lang dat de balayage van functies gebruikt kan worden voor de 


constructie van hyperharmonische functies en potentialen. 


Definitie 
Zij ft X IR. De bêduite van f is de funetie Re = inf{u € UX): 
u rf}. De gebalayeerde van f is de functie Rs Voor A C X en 
_ ee A sA . 2 | 
: ÂÀ > IR sehrijven we R en R_ i.p.v. R en R 
5 + 8 B 1,8 1,8 


Zie Brelot [8] voor een eerste systematische bestudering van deze 
begrippen in de klassieke potentiaaltheorie. We vatten enige 


elementaire eigenschappen samen: 


Lemma 

< < R_ < R. 
boh * RER Roek 

& R << Rh + 
deken SRA Ran SR 
A 2 R Ent: 

Boe Se Ren AR, 
ir Baren. RB ERR woor B EX. 

8 ES 8 8 8 8 

Áo s EE 4 d 
zn Ro es di Âs Re = g in À voor g € U‚(X). 


A 


6. Re E UX) voor f > -» en s.c.i.5 Ro E UX). 


Volgens de eerste vier uitspraken zijn R en R subadditief, stijgend 


en positief homogeen in f, en zijn Am Re en A Ro 


ad 


subadditief, 
Alleen (6) is niet triviaal. Uit Re 2 f volgt -»® << f S Re Beele 


In:y € 3, geldt UR < UR S inf{u'u: f Sue UxX)} Ss 


f ig 
S inf{u: f < ue U(X)} = Re. Volgens (2.14) en (1.6) is bovendien 








| uR, s.e.ivin Vs dewaZe uk, < Ra: Hieruit volgt Re E U(X) en 

| Re = Bis Bewijs nu zelf Ro = EN | | | | DD 
| 

î * De uitspraken 1-4 kunnen sterk verbeterd worden. Zie hiervoor 

| bijv Diils p JOB e.v. | 

| B.6. In (8.5.6) is Re superharmonisch als f bovendien een superharmo- 

8 nische majorant bezit. Voor constructiedoeleinden is vooral het 

| volgende resultaat van belang: 

| Theorema 

| if es stes FSV ES MN HEK end SM 

| 1. -f € U) > R‚ E KU). 

| 2. £ E (U) en f SR, op U > R‚ E HU). 

| 3. f eindig continu in x > Re eindig continu in x. 

1,2: Uit (4.18) volgt het bestaan RE een W € (U) en een h € HCW), 
| | met f $ h S Re op W (Kies h = CR)’: Voor V € B_CW) geldt dan 

| (Re) y z=nef, (Re), = Re (4.18) en Re E H(U). 


ds Kies VU SE dMix), ke HU) met h(x) = 1, €20 en VE CU) 


zo dat XE V, f£ S (flx)te)h en R, > (Re(x)-e)h op V. De functie 


E 
Wz (Ret2eh), is hyperharmonisch volgens (4.18) en de functie 
we ig inf(Re,W)+lpyRe volgens (4.16). Kennelijk geldt w > f op 
V, dus ook w > Re op X en w > Re op V. Hieruit volgt 


Re S RG) +2e in V en R‚ is continu in x (8.5.6). 0 


Re eik EEE A EE 


8.7. Het eerste in (7.8) aangekondigde resultaat kan nu bewezen worden: 


stelling 


Voor elke pe P(X) en xE X bestaat er een Evans-functie u van Ds 


Ht 
je 
| 
: 
ĳ 
À 
: 
, 
NI 


met u(x) < », 


e 


Kies een naar rechts filtrerende familie (É) C IOR met en, 1 
en sup f, = 1. Zij U, het inwendige van {x: fx) = 1}. De functie 


(1-Ef )P wordt gemajoreerd door p en is subharmonisch in U 











he 


dew. z. E (U _). Volgens (H2) en (7.2) geldt 


Ra-E OD | 
ge Cc Bn An Tel _ 
De Raf )D 0. Kies nu (e‚_) CR, met L e_ en kies een deel 


ie | < ed N 
rij (a), met Rf jp 2e e,… De functie u = X Rat-f, jp is 


a n 
n ts. 


een Evans-functie van p met u(x) < ®, Uit € > 0 en ply) > eu(y) 


volgt nl y € U supp £, (ga na). | | 5 n 
| | | 


pj 
E 


Elke continue potentiaal is dus resolutief t.a.v. elke MP-verza- 
meling. 

Opgave 

Zij X beebnben. d.w.z. een aftelbare vereniging van compacta. In 
dit geval kan de familie (É_) aftelbaar worden gekozen. Bewijs dat 
u nu bovendien zó kan worden gekozen, dat 

1, u EMK} (pas Dind, (6,2.3) an (7.6) -tae). 

2. P(y) <e => uy) <e. 

de PB eomtinu in 4 — weeontinu An Pe 

De banen balayage en probleem van Dirichlet zijn ook als 
volgt met elkaar verweven: | 

Stelling 


Zij U een MP-verzameling en u € UX). 


B … EU he 
u u 


JuS HX => R 5 


U . | —U | 
1: Voor v € U, is ook Ayu + 1 inf(usv) Ee U, (4.16), d.w.z. 
lv GE Omgekeerd volgt uit ve U (X), v>u op [U ook 
Vv e U. 
u 
2: Volgens (6.8.1) is EN harmonisch, dus zeker continu, in U, D 


| | , …_ == 8 ’ 
Voor u > 0 superharmonisch is HK een harmonische minorant van u 


in U. Ter onderscheiding van de grootste harmonische minorant in 


U (7.3), wordt deze functie wel de beste harmonische minorant van 
u an 0 genoemd. Deze twee minoranten zijn niet automatisch gelijk, 


zie bijv. [11], 8 9.6. 








IV. 


HOOFDSTUK IV 


Polaire verzamelingen en capaciteit 


De begrippen polaire verzameling en capaciteit spelen een belang- 
rijke rol bij de bestens van de verdeling van de irreguliere 
randpunten van een open verzameling Q. Er wordt een kort overzicht 
gegeven; enkele bewijzen worden weggelaten of hoogstens aangeduid 
omdat die worden gevoerd met het begrip balayage, waarvan de 
theorie in dit college niet wordt gegeven. Men ne hiervoor in de 


literatuur. 


Definitie. Een verzameling E CR3 heet polair indien elk punt 


x © E een omgeving He heeft waarin een superharmonische functie 
ls gedefinieerd die te is in elk punt van Ut) Bs 


Dit is een locale definitie, maar men kan overgaan tot een globale 


vorm wegens de volgende (met de definitie equivalente) eigenschap. 


Zij Q open en E C @ polair. Dan bestaat er een superharmonische 
functie in Q die +o is in elk punt van E en die eindig is in een 
willekeurig gegeven vast punt van Q-E, 

Deze functie heet de aan E toegevoegde superharmonische en 


Deze stelling, waarvan we het bewijs achterwege laten, geeft een 
uitspraak over de verzameling van de punten waar een superharmo- 
nische functie de waarde to heeft. Er bestaat verband tussen 
irreguliere randpunten en polaire verzamelingen; vergelijk de 
definitie van een barrière. Polaire verzamelingen zijn zoiets als 
‘verwaarloosbare verzamelingen'. Dat wordt nader uitgewerkt in 
het begrip capaciteit dat later volgt. 


Voorbeelden 


e 


1. Een verzameling bestaande uit één punt x, is polair. Beschouw 


e amd 1 
nl. de functie Xx > | xXx | 





2. Een deelverzameling van een polaire verzameling is polair. 

3. De vereniging van aftelbaar veel polaire verzamelingen is 

| polair. 

U, Een polaire verzameling heeft de Lebesgue-maat O0. Dit volgt 
uit het feit dat een superharmonische functie integreerbaar 
is (dus de punten waar ze +e is vormen een nulverzameling). 

Voor meer voorbeelden zie Helms, hoofdstuk 7. 

Het begrip capaciteit 

Behandeld wordt de capaciteit van dee lverzamelingen van een bol 

B. Het geval van verzamelingen in een open verzameling @ brengt 

geen essentieel nieuwe gezichtspunten. 

Zij B CR° een open bol. Zij E C B gesloten; dus B-E open. Neen 

randwaarden O0 op àB en 1 op E Can op de rand van E). Volgens 

de methode van Perron behoort daarbij in B-E een harmonische 
functie Vr: Men heeft Vr S de 
Definieer in B een functie v door 


É) 1 op E 


S op B=B, 


SE 


Door een modificatie van de waarden van v in de irreguliere rand- 


punten voor zover behorend tot E (een zogenaamd regularisatiepro=- 


cédé in verband met de semi-continuïteit) gaat men over op een 


„nieuwe functie, die verder ook weer met v wordt aangegeven. Dan 


is v een superharmonische functie in B. Deze functie heet de 

capacitaire potentiaal van E t.o.v. B. De sans van v op 
9B zijn O0. Om te komen tot het begrip capaciteit van E wordt de 
representatiestelling van Riesz toegepast (in II.2. al aangeduid). 


Stelling van Riesz. Zij v een superharmonische functie in B die 


een harmonische minorant heeft. Dan bestaat er een eenduidig be= 
paalde maat u > 0 op B zó dat 








vx) = | G(x,y)duly)+t+h(x) 
B 


EE n de grootste harmonische minorant van v is, 

Pas deze ene tee op de hiervoor gedefinieerde functie v. 
Wegens de randwaarden op B is de grootste harmonische minovant 
van deze v gelijk aan O0. Daar v harmonisch is in B-E is de dra- 


bad) 


ger van u bevat in E. Men vindt dus 


vz | Ex, y) duty). 
E 


Definitie. De maat u heet de capacitaire maat van E en u(E) heet 
de capaciteit van E t.o.v. B, kortweg de capaciteit van E, ge- 


noteerd cap E. 


Is E een gesloten verzameling met voldoende regelmatige rand, 


dan bewijst men dat 
__ dE 


Beschouwt men in plaats van B de gehele ruimte, dan moet men wer- 
ken met de Newton-potentiaal in plaats van de Greense potentiaal. 
Men kan de capaciteit ook langs andere weg invoeren. Beschouw de 
familie F van positieve superharmonische functies u die > 1 zijn 
op E. De functie constant = 1 op B behoort tot F zodat n 
v = inf us 1. Na een regularisatieprocédé als voren voert dit 


ue Fr 
ook tot de capacitaire potentiaal v. Men heeft nog: 


De capacitaire potentiaal v van E is de grootste potentiaal van 
Green in B van positieve maten met drager in E die < 1 15. 


Zij nl. & een dergelijke potentiaal van Green. Dan is 


lim $(x) = O0 voor alle E£ E AB, 
x>6 


lim sup Ò(x)-S< 1 voor alle n € DE, 
Xn | 


dus 


lim inf(u(x)-d(x)) > 0 
_X*E 


En ad 


en Ee EET IE Tir A kt ne FTSE 


CAN ME ME ME ENEN TE LN EE RE en 


Nm 


voor alle E£ € 3(B-E), x € B-E en voor alle u € 7. 
Daaruit volgt u > & zodat 
v = inf ud, 
wat te bewijzen was. 
Opmerking. Door een analoog procédé voert men in het begrip 
“gebalayeerde van een maat'', dat voor de verdere theorie een 
belangrijk begrip is. 
Hieruit leidt men nog af: 


De capaciteit van E is het supremum van de maten u(E) van E voor 


alle maten u > 0 waarvoor Gu S 1 15. 


Eigenschappen van de capaciteit en de capacitaire potentiaal. 


De capacitaire potentiaal van E‚ wordt verder aangegeven door toe- 
voeging van een index: ve, 

1. Is E een verzameling bestaande uit één punt, Ee is cap E = 0. 
Want de geregulariseerde van de functie v hiervoor is identiek 0. 
Evenzo is de capaciteit van de ie verzameling O0. Men ziet hier- 


uit wel dat er verband is met de polaire verzamelingen. 


2. Als E‚ C E‚ geldt 


cap E‚ < cap E‚. 


Bewijs met de maximumeigenschap. 
B UE E‚NE E E 
gr B ES def 


b 
cap(E‚VE,) + cap(E‚NE,) < cap E‚ + cap E,. 
Is Ei MN E‚ = ® dan geldt in het algemeen niet het gelijkteken 


(ga dit na door beschouwing van de randwaarden). 


Dus is 
cap(E, UW E,) < cap Ei + cap Es. 


De capaciteit is een subadditieve maat. 


Ee GE Me EN EE ADE ON DRONEN rren LT IME  L G EET 








iq 
# 
} 


dd nn ae nde san ae re anononiem ir alde at henk oe Sa 
zie 5 t 5 ES x 


nen iede nn Gi ie IE CS inn ai nk did Sin Ahead dn Ai in Ss in ok ii hik ii Sinlin ni n ad 


Tot nu toe is de capaciteit ingevoerd voor gesloten verzamelingen. 
Men breidt het begrip uit met methoden analoog aan die, gebruike- 
lijk in de maattheorie. 


a) Open verzamelingen 


Zij w open, w C B. Dan definieert men 


cap w = sup cap Es; E gesloten. 
ECw | 


b) Zij E een willekeurige verzameling CB. Men definieert 


cap Ee pan cap w‚ w open, 
w 


en men noemt cap“ E de uitwendige capaciteit van E. 


Voor gesloten E is 


cap E € eap bs 


Bewijs. Zij E gesloten (compact), ECB. Zij e > 0. Er is een 


open omgeving wy van E zó dat E CE, C wo impliceert 


cap Ei - cap E $ e. Dan is 


cap ES cap* wo = sup cap Ei) S cap E + Ee, 
Ei G wo 

cap ES cap* E = inf cap wS$capE te. 
wJE 


Daar e willekeurig is 
cap E = cap‘ E. 


Men kan ook een inwendige capaciteit invoeren als het supremum 

van de capaciteit van gesloten verzamelingen bevat in E,‚ maar 

men werkt daar niet mee. 

De volgende stelling geeft het verband tussen de polaire verza- 
melingen en de uitwendige capaciteit. 

Stelling. Zij ECB. E is polair dan en slechts dan als cap* E = 0. 
Bewijs. Stel E is polair. Bens een aan E toegevoegde super- | 
harmonische functie; splits deze in een Greense potentiaal en een 


harmonische functie volgens de stelling van Riesz. Deze laatste 





functie is begrensd. Er bestaat dus een begrensde maat u > 0 op 
B waarvan de potentiaal van Green gelijk aan te is op E. Zij 
a > 0. Zij 


w, == {xEB | Gulx) > a}. 


Daar Gu beneden semi-continu is, is w, een open omgeving van E. 


Bij KG w, en K compact. Dan is,als H de capacitaire maat van K 


LS; 


Q| 


cap Kk = | du S | Gu du, 
K 


K 
want op K is Gu > a. Verwisseling van de integratievolgorde van 


H en U geeft voor het rechterlid 


Î ë es 
1 len, du Ss 5 | du 
(bedenk dat Gu S 1 is). Dus 
cap K S A 
ol 


Wegens de definitie van de capaciteit van W volgt daaruit 


cap u, < Lil 


OL 


voor alle a > 0. Verder dan 


cap“ E S< inf cap We, 
0, 
en als a > @ dus | 


cap“ E = 0. 


Het bewijs dateen verzameling met uitwendige capaciteit O0 polair 
is, wordt achterwege gelaten; men construeert via een oneindige 
reeks een superharmonische functie die te is op E (zie bijv. 
Brelot, Sorbonne). 

De capaciteit van een verzameling hangt af van de open verzame- 
ling waarvan men die verzameling als deelverzameling beschouwt. 
Dat geldt niet voor verzamelingen met uitwendige bapaditent 0: 


dat is een absoluut begrip. De polaire verzamelingen zijn nl. 


locaal gedefinieerd. 

Een ander gevolg van deze stelling is de volgende eigenschap: 
. . *& pen . ee „ 

Zij (E‚) een rij verzamelingen met cap E;, = 0. Zij E = Hi E,. 

Dan is cap* E = 0. | 

Want E; is polair en dus ook VE. 


led 


Deze stelling en de conditie dat een randpunt van een open ver- 
zameling dan en slechts dan regulier is als er een barrière be- 
staat, laat vermoeden dat er verband bestaat tussen de verzame- 
lingen met uitwendige capaciteit O en de verzameling van de 


irreguliere randpunten. Dat dit zo is leert de volgende stelling, 





waarvan we het bewijs achterwege laten (het begrip balayage 


speelt daarin een rol). 


Stelling. De verzameling van de irreguliere randpunten van een 
open verzameling Q heeft een uitwendige capaciteit gelijk aan 0. 


In de verdere ontwikkeling aangaande irreguliere randpunten doen 
zich nu twee = met elkaar verband houdende - richtingen voor. 

Men gaat over op een fijnere topologie dan de euclidische topo=- 
logie, de zgn. "fijne topologie!, waarbij alle superharmonische 
Be functies continu worden. Daardoor elimineert men de randpunten. 


Men hanteert een gecompliceerdere compactificatie van de ruimte 
dan de Alexandroff compactificatie door toevoeging van één punt. 
ed Een open verzameling krijgt dan een van de euclidische rand ver- 
schillende rand, de zgn. rand van Martin. Daarmee kan men een ge- 
neralisatie geven van de Poisson-integraal voor willekeurige open 
mit verzamelingen, leidende tot een representatie van harmonische func- 
ties door middel van een integraal uitgestrekt over die Martin-rand, 
Er is een generalisatie van de capaciteit, de zgn. Choquet-capaci- 
teit, een subadditieve maat gedefinieerd voor verzamelingen in 


een topologische ruimte, onafhankelijk van de potentiaaltheorie. 





LITERATUUR 


. Klassiek 


Kellog, … Foundations of potential theory. 
Sternberg, Elemente der Potentialtheorie 


EA Randwertaufgaben der Potentialtheorie. 





Modern 


Helms, Introduction to potential theory. 
Brelot, Eléments de la théorie classique du potentiel 


| (Sorbonne). 





er” 





ree a el nn rene ERD IEN TE An TE As Dise 
em Ee JE rain vee ee ä E 5 à 5 
8 / 8 El 


